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ABSTRACT

The rapid growth of the population of objects in
low Earth orbit (LEQ) underscores the need for
robust metrics to assess collision risk.
Traditional methods, such as Foster's Gaussian
formulations and the analytical extension by
Akella and Alfriend, offer high computational
efficiency but may be Ilimited in post-
fragmentation scenarios, where the debris
distribution is anisotropic and non-Gaussian.
On the other hand, dynamic models based on
patched conics, such as the one proposed by
Formiga et al., physically describe the cloud’s
evolution but do not directly provide operational
probabilistic measures. In this work, we propose
a hybrid dynamic-statistical model that connects
the physical evolution of the cloud to the
probabilistic calculation of collisions.
Uncertainties are obtained from the dynamic
propagation of a set of fragments, subsequently
represented by three-dimensional covariance
matrices and projected onto the conjunction
plane, allowing the application of the
Foster/Akella integral without imposing a priori
Gaussian assumptions. Thus, the statistics
used in the Pc calculation emerge from the
orbital dynamics themselves, increasing the
physical consistency and reliability of the
estimates in high-uncertainty scenarios. Finally,
a computational implementation in MATLAB is
presented, detailing the numerical workflow and
potential application in operational space
surveillance systems.

Keywords: Space Debris, Collision Probability,
Patching Conics, Foster Integral, MATLAB.
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RESUMO

O crescimento acelerado da populagao de
objetos em ¢rbita terrestre baixa (LEO)
intensifica a necessidade de métricas robustas
para avaliagdo do risco de colisdo. Métodos
tradicionais, como as formulagbes gaussianas
de Foster e a extensdo analitica de Akella e
Alfriend, apresentam elevada eficiéncia
computacional, porém podem ser limitados em
cenarios poés-fragmentacdo, nos quais a
distribuicdo de detritos € anisotropica e nao
gaussiana. Por outro lado, modelos dindmicos
baseados em cdnicas remendadas, como o
proposto por Formiga et al, descrevem
fisicamente a evolugdo da nuvem, mas néao
fornecem diretamente medidas probabilisticas
operacionais. Neste trabalho, propde-se um
modelo hibrido dinamico-estatistico que
conecta a evolugao fisica da nuvem ao calculo
probabilistico de colisdo. As incertezas sao
obtidas a partir da propagacgéo dindmica de um
conjunto de fragmentos, sendo posteriormente
representadas por matrizes de covariancia
tridimensionais e projetadas no plano de
conjungao, permitindo a aplicagdo da integral
de Foster/Akella sem a imposigao de hipoteses
gaussianas a priori. Dessa forma, as
estatisticas utilizadas no calculo de Pc emerge
da prépria dindmica orbital, aumentando a
consisténcia fisica e a confiabilidade das
estimativas em cenarios de alta incerteza. Por
fim, apresenta-se uma implementacao
computacional em MATLAB, com detalhamento
do fluxo numérico e potencial aplicagdo em
sistemas operacionais de vigilancia espacial.

Palavras-chave: Detritos Espaciais,

Probabilidade de Colisao, Conicas
Remendadas, Integral de Foster, MATLAB.
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1 INTRODUGAO

O crescente uso do ambiente orbital terrestre tem intensificado as
preocupagdes relacionadas a seguranga de missdes espaciais e a integridade de
satélites ativos. A expansao de mega constelagdes, plataformas comerciais e eventos
de fragmentacédo decorrentes de colisbes ou explosdes tem contribuido para um
cenario de crescente congestionamento orbital. Estimativas recentes da ESA indicam
a existéncia de mais de 360 milhées de objetos com diametro superior a 1 mm
orbitando a Terra [1], muitos dos quais ndo sao detectaveis, mas possuem potencial
para causar danos criticos a espagonaves operacionais. Formulacdes classicas de
densidade espacial orbital e evolugdo de nuvens de detritos estabeleceram as bases
para a avaliacdo do risco de colisdo. Descricdes probabilisticas iniciais foram
propostas por [2], enquanto a relagdo entre densidade espacial e movimento orbital
foi formalizada por [3]. Estudos subsequentes demonstraram que a estrutura de
nuvens de detritos emerge naturalmente da dindmica orbital [4—6], reforcando a
necessidade de modelos fisicamente consistentes para analise de risco.

No contexto operacional, a avaliagdo da probabilidade de colisao é
tradicionalmente realizada por métodos probabilisticos baseados em hipdteses
gaussianas no plano de conjungdo. Dentre os mais utilizados destacam-se a
formulacdo proposta por [7] e sua extensdo analitica por [8]. Esses modelos
apresentam elevada eficiéncia computacional e sdo amplamente empregados em
sistemas de monitoramento de conjungbes. Entretanto, sua eficacia depende de
simplificagcbes como o movimento relativo retilineo e a suposicao de distribuicbes de
incerteza simétricas, que podem ser inadequadas em cenarios pos-fragmentacao,
caracterizados por forte anisotropia e comportamento ndao gaussiano [9].

Em contraste, modelos baseados na descri¢ao fisica da evolugdo de nuvens
de detritos tém recebido crescente ateng¢ao. A abordagem proposta por [10], baseada
no meétodo das cdnicas remendadas, permite representar trajetorias keplerianas
independentes e capturar efeitos de densidade ndo uniforme ao longo da érbita.
Estudos complementares, como [11], destacam a importdncia de mapeamentos
dindmicos para a identificacao de regides criticas de concentracdo de fragmentos,
enquanto avancgos recentes indicam que a incorporacao de dispersao orbital realista

melhora a confiabilidade das estimativas de risco de colisdo [12].
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Esse cenario evidencia que a separagao entre abordagens fisicas e estatisticas
limita a precisao das estimativas de colisdo em ambientes orbitais cada vez mais
complexos. Assim, a literatura contemporanea e diretrizes técnicas de agéncias como
NASA e ESA [1, 13] destacam a necessidade de integrar incertezas derivadas
dinamicamente as formulagdes probabilisticas no plano de conjungédo. Motivado por
esse contexto, este trabalho apresenta a formulagao, analise e implementagao de um
modelo hibrido de probabilidade de colisdo, implementado em MATLAB, que combina
a dindmica orbital proposta por [10] com o arcabougo probabilistico desenvolvido por
[7] e [8]. A abordagem proposta deriva a estrutura de covariancia diretamente da
propagacao fisica de uma nuvem de detritos e a incorpora ao calculo estatistico
realizado no plano de conjungao.

Nessa formulagdo, a representagdo gaussiana requerida pelos métodos
probabilisticos classicos ndo € imposta a priori, sendo introduzida como uma
aproximacao local da distribuicdo propagada. Essa estratégia preserva a eficiéncia
computacional dos métodos estabelecidos, ao mesmo tempo em que aumenta sua
consisténcia fisica em cenarios pos-fragmentacdo. Estudos recentes indicam que
abordagens hibridas dessa natureza podem reduzir vieses estatisticos, aprimorar a
tomada de decisao operacional e contribuir para a evolugao dos sistemas de vigilancia

espacial [12, 14].

2 FUNDAMENTOS DINAMICOS-ESTATISTICOS PARA PROBABILIDADE DE
COLISAO

A caracterizagao do risco de colisdo em ambiente orbital exige a integracao
entre a descricao fisica da dindmica de fragmentos e a modelagem probabilistica de
encontros orbitais. Apds eventos de fragmentagao, os detritos se distribuem ao longo
de suas orbitas de acordo com leis deterministicas da mecéanica celeste, o que impacta
diretamente a estimativa de probabilidade de colisdo. Nesse contexto, o modelo
proposto por Formiga et al. [10] descreve a evolugdo de nuvens de detritos por meio
do método das cdnicas remendadas, no qual cada fragmento é tratado como um corpo
independente sob acao gravitacional central.

A dindmica orbital de cada fragmento € governada pela relagao kepleriana

ai(1 — e®)

(@ = (1 + ejcosB)

(1)
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evidenciando que a distribuicdo espacial dos detritos ndo € uniforme, mas
determinada diretamente pelos parametros orbitais iniciais. A densidade espacial
associada pode ser expressa por

3r?
2a:3(3e; + e;3)

indicando maior concentragao de fragmentos em regides onde a velocidade orbital é

(2)

ni(r) =

reduzida. Esse comportamento € consistente com formulacbes classicas de
densidade orbital [2] e com estudos sobre evolugcédo de nuvens de detritos [3]. Assim,
a distribuigao tridimensional emerge natural mente da dinédmica, sem a imposi¢ao de
hipéteses estatisticas a priori.

Do ponto de vista operacional, a probabilidade de colisdo é tradicionalmente
avaliada por modelos baseados no ponto de maxima aproximagao (CPA), conforme
as formulacdes de Foster [7] e Akella e Alfriend [8]. Nesses modelos, as posi¢cdes dos
objetos sao tratadas como variaveis aleatérias sujeitas a incertezas

f; = 77';0 + e ‘F'd = fdo + €eq (3)

resultando em um vetor relativo

pt) = 7q(t) = 7(t) = Po + vyt (4)

No instante de maxima aproximacao, a condigdo p, * v, = 0 define o plano de

conjuncédo, no qual a incerteza relevante esta concentrada. A projecao da covariancia

tridimensional nesse plano resulta em

* PS 0 t
P —T[O Pd]T (5)

permitindo a formulagao da probabilidade de colisdo como uma integral bidimensional

sobre um dominio circular de raio R

1 1, ¢ ~ =
P = o Wﬂ@ exp <—§(T* —15) (P - To*)> dz dy (6)

Apesar de sua ampla utilizacdo, essa abordagem baseia-se em aproximagdes
gaussianas locais que podem ser inadequadas em cenarios de fragmentagao, nos
quais a distribuicdo espacial apresenta anisotropias significativas [11]. Nesse
contexto, a integragdo entre modelos dinamicos e estatisticos surge como uma
alternativa para aumentar a consisténcia fisica das estimativas.

Assim, as distribuigdes orbitais obtidas por propagac¢ao dindmica podem ser

reinterpretadas como fontes de informacgao estatistica, permitindo a construgcao de
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matrizes de covariancia diretamente a partir da dispersao fisica dos fragmentos. Esse
procedimento estabelece um elo entre mecanica orbital e inferéncia probabilistica, no
qual a estrutura estatistica ndo é imposta, mas derivada da dinamica subjacente,

constituindo a base para modelos hibridos de probabilidade de colis&o.

3 TRABALHOS RELACIONADOS E AVANCOS RECENTES (2020-2025)

Estudos recentes tém estendido as formulagdes classicas de dinamica de
nuvens de detritos e probabilidade de colisdo, motivados por limitagdes tanto nos
modelos deterministicos pods-fragmentagdo quanto nas abordagens estatisticas
baseadas em hipoteses gaussianas no plano de conjungdo. Em particular, a
necessidade de incorporar distribuicbes ndo gaussianas, anisotropias espaciais e
efeitos ndo lineares na propagacdo de incertezas tem impulsionado avangos
metodoldgicos. O aumento da populagdo de detritos em LEO, intensificado por
eventos de fragmentacdo em larga escala, como o caso Fengyun-1C, reforga a
necessidade de abordagens hibridas fisicamente consistentes [15-17].

Nesse contexto, [18] propuseram uma extensdo nao gaussiana da
probabilidade de colisdo baseada em proje¢des adaptativas, reduzindo distorgdes
associadas aos modelos classicos de Foster/Akella. De forma complementar,
abordagens de Monte Carlo de alta fidelidade, como as de [12, 19], demonstram que
a avaliagdo estocastica direta no plano de conjungdo permite capturar desvios
associados a regides com alta concentracao de detritos, n&do representados
adequadamente por aproximagdes gaussianas.

Adicionalmente, [14] introduziram técnicas de amostragem por importancia
voltadas a avaliagao de eventos de baixa probabilidade, aumentando a estabilidade
numérica e a eficiéncia computacional em cenarios operacionais criticos, como
missdes tripuladas e mega constelagdes.

Do ponto de vista institucional, tais avancos ja se refletem em diretrizes
internacionais. Relatérios da ESA destacam a crescente adogcdo de métodos hibridos
que combinam propagacédo fisica e modelagem probabilistica [1], enquanto

documentos da NASA indicam a necessidade de complementar métricas baseadas
em P, com critérios fisicamente fundamentados [13], em consonancia com as analises

criticas de [9].
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Figura 1 — Comparagdo esquematica entre a abordagem probabilistica tradicional (Foster/Akella) e o
modelo hibrido com derivagéo fisica das incertezas (HCPM).

Esses desenvolvimentos ndo substituem os modelos classicos de [7, 8], mas

os estendem por meio da integragao entre dindmica orbital e inferéncia estatistica,

consolidando abordagens hibridas como evolugéo natural para a avaliagédo do risco

de colisdo em ambientes orbitais complexos [10].

4 MODELO HiBRIDO DE PROBABILIDADE DE COLISAO (HCPM)

O Modelo Hibrido de Probabilidade de Colisdo (HCPM) consiste na integracao

entre a modelagem dindmica da evolucdo de nuvens de detritos e o calculo

probabilistico de colisdo no plano de conjuncéo. A abordagem combina a propagacao

orbital baseada no modelo de Formiga et al.[10] com a formulagdo estatistica de

Foster [7] e Akella e Alfriend [8], permitindo a constru¢gao de medidas probabilisticas

a partir de distribuicbes fisicamente consistentes.

Science, Society and Emerging Technologies | v. 4 | ISSN 2965-8586

p. 33 - 46

Page 38



i
Propagagio Orbital por Meio de Conicas{Formiga ot al ) |
LY

Spatial Dhstribotion
(Densicy 4+ Ansotropey )

Stariscical Caleulation
P = Cov{p)

Progection on the
Conjunction Pline

P -:lr'frJr'I

Probability Integral
{Foster,/ A kella)

-

[f’, Final Collmsion E"mtmhi]irj'}

Figura 2 — Estrutura Fisico-Estatistica do Modelo Hibrido de Probabilidade de Colisdo (HCPM).

A distribuicao espacial dos fragmentos € obtida por propagacao deterministica,
sendo descrita por
3r?

— T 7
2a3(3e; +¢) )

n(r) =

o que reflete a concentragdo de detritos em regides de menor velocidade orbital. O
conjunto de fragmentos propagados p = (x,y,z) permite a obtencéo direta dos

momentos estatisticos:
p = E[p], P = Cov(p) (8)

nos quais P representa a dispersdo anisotrépica da nuvem. Diferentemente de

abordagens classicas, essa covariancia ndo € assumida, mas derivada da dinamica

orbital.
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No instante de maxima aproximagao, a incerteza relevante é projetada no plano
de conjuncgao, ortogonal a velocidade relativa, resultando em
P* =TPT! (9)
€ na posi¢cao média projetada
7o =Tp (10)
Essa projecao preserva a estrutura anisotropica da distribuicdo original,
evitando distor¢des associadas a aproximacgodes isotropicas [11].

A probabilidade de colisdo € entédo calculada pela integragdo da densidade no

dominio fisico de colisdo D.

P, = h;mff@ exp [—%(F* — ) (PR - r_o*)] dA (11)

Nesse contexto, a distribui¢do probabilistica ndo é imposta a priori, mas emerge
da dindmica dos fragmentos, sendo a hipétese gaussiana utilizada apenas como
aproximagao local no plano de conjungédo. Essa integragdo reduz inconsisténcias
associadas a modelos puramente estatisticos e melhora a representatividade fisica
em cenarios pos-fragmentagéo.

O HCPM mantém compatibilidade com procedimentos operacionais existentes,
ao mesmo tempo em que incorpora informagdes dindmicas diretamente no calculo
probabilistico, resultando em estimativas mais consistentes em ambientes altamente
anisotropicos. Dessa forma, o modelo estabelece um vinculo direto entre mecanica
orbital e inferéncia estatistica, constituindo uma abordagem robusta para avaliagéo de

risco em cenarios modernos de trafego espacial.

5 METODOLOGIA

A metodologia consiste na construgéo da probabilidade de colisdo a partir da
propagacao dinamica de uma nuvem de detritos e sua posterior representagao
estatistica no plano de conjungéao.

A nuvem é modelada como um conjunto de N fragmentos, cujas posi¢des sao
obtidas por propagacgao kepleriana a partir de condigdes iniciais perturbadas:

ri(6) = K(r;,0,0), (12)
onde K (+) representa o operador de propagacao orbital. A distribuigdo resultante é

naturalmente anisotropica, refletindo a dindmica orbital dos fragmentos.
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A caracterizagdo estatistica da nuvem é realizada a partir do conjunto {r;}\_,

definindo-se a posicao média

N
1
T = Nz T (13)
i=1
e a matriz de covariancia
N
1 = T
P= mzlm ) - 7) (14)
1=

Essa A andlise é realizada no referencial centrado na médiacom p; =1, —r
sendo a distribuigdo tridimensional projetada no plano de conjung¢do. A covariancia
projetada P é entao utilizada como aproximacao local da disperséo.

A probabilidade de colisdo é calculada por meio da formulagao analitica de
Foster [7], com refinamento de Akella e Alfriend [8], assumindo uma aproximagao

gaussiana local no plano:
1 1 _
f(p) = ——exp(-50"P*p) (15)
[P~

A probabilidade de colisdo é obtida pela integracdo dessa densidade sobre a
regido de impacto definida pelo raio combinado dos objetos. Essa abordagem permite
incorporar a estrutura dindmica da nuvem na matriz de covariancia, mantendo

compatibilidade com formulagcbdes operacionais estabelecidas.

6 IMPLEMENTAGAO COMPUTACIONAL

A implementagdo do HCPM baseia-se na geragdo, propagacao e
caracterizagao estatistica de uma nuvem de detritos, seguida do calculo da
probabilidade de colisdo. A nuvem é representada por N fragmentos obtidos por
perturbacdes em um estado orbital nominal:

X; =X, — AX; (16)

Os fragmentos sao propagados independentemente por dindmica kepleriana

ao longo de 24 horas, resultando em uma distribui¢do tridimensional anisotrépica.
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Figura 3 — Distribui¢&o tridimensional final da nuvem de detritos simulada apés 24 horas de
propagacao kepleriana.

A partir das posi¢cées propagadas, calculam-se a média e a matriz de

covariancia, que descrevem a dispersao da nuvem.

Temporal Evolution of the Spatial Mean
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Figura 4 — Evolugdo temporal das médias espaciais da nuvem. Observam-se um comportamento
orbital periddico e uma disperséo anisotropica.
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A probabilidade de colisdo € avaliada no plano de conjuncio utilizando a
formulacdo de Foster com refinamento de Akella e Alfriend. A integral é resolvida

numericamente por discretizagao polar.
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Figura 5 — Mapa de densidade de probabilidade logaritmica log10(PDF) no plano de conjungdo YZ. A
nuvem de detritos é primeiro centralizada subtraindo-se a posicao final média antes do calculo da
covariancia projetada, garantindo que os contornos reflitam apenas a disperséo estatistica relevante
para a formulagcéo de Foster/Akella.

A abordagem preserva a consisténcia com a formulacao analitica, permitindo o
tratamento de distribuicbes anisotrépicas com estabilidade numérica. O custo

computacional depende do numero de fragmentos e da resolugdo da integracéo.

7 DISCUSSAO

Os resultados obtidos com o HCPM evidenciam a relevancia da integragao
entre dindmica orbital e modelagem estatistica na avaliagdo do risco de colisdo. A
distribuicdo espacial dos fragmentos, obtida por propagacéo kepleriana, preserva
caracteristicas fisicas essenciais, como anisotropia e variagbes de densidade,
observadas nas Figuras 3, 4 e 5. Esse comportamento € consistente com analises
classicas de nuvens de detritos, nas quais a dindmica orbital conduz naturalmente a
distribuicbes nao uniformes [4, 5].

Nesse contexto, a aproximagao gaussiana no plano de conjungao deve ser
interpretada como uma representacao local da distribuicdo propagada, permitindo a
aplicagao das formulacdes de Foster [7] e Akella e Alfriend [8] sem perda de
consisténcia fisica. Diferentemente de abordagens puramente estatisticas, a estrutura
de covariancia utilizada no HCPM é derivada diretamente da dindmica, reduzindo
inconsisténcias associadas a hipoteses simplificadoras.

Science, Society and Emerging Technologies |  v.4 | ISSN 2965-8586 | p.33-46 | Page43



Essa integracdo permite representar de forma mais realista cenarios poés-
fragmentacdo e ambientes densos, como aqueles associados a mega constelagdes
[16], nos quais distribuicdes anisotropicas sdo predominantes. Além disso, evita erros
decorrentes da ma representacdo da incerteza orbital, apontados em estudos
recentes [9].

Como limitagdo, o modelo demanda maior esforgo computacional devido a
propagacado explicita dos fragmentos. Nesse sentido, extensdes futuras podem
explorar estratégias hibridas que combinem modelagem dindmica e técnicas
baseadas em dados [18, 20], visando maior eficiéncia sem perda de fidelidade fisica.

Assim, o HCPM estabelece uma conexao direta entre mecéanica orbital e
inferéncia probabilistica, oferecendo uma abordagem consistente para avaliagdo de

risco em cenarios orbitais complexos.

8 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

Este trabalho apresentou o Modelo Hibrido de Probabilidade de Colisdo
(HCPM), que integra a dindmica orbital de nuvens de detritos com a formulagéo
estatistica no plano de conjuncdo. A abordagem combina o modelo de Formiga et al.
[10] com as formulagdes de Foster [7] e Akella e Alfriend [8], permitindo estimativas
de probabilidade mais consistentes com a fisica de cenarios pos-fragmentacao.

Os resultados mostram que a covariancia obtida a partir da propagacgéao
dindmica preserva anisotropias naturais da nuvem, produzindo campos de
probabilidade mais representativos do comportamento orbital. Além disso, o

modelo mantém compatibilidade com estruturas operacionais existentes,
possibilitando sua aplicacédo em sistemas de monitoramento de conjuncéo.

Como limitagao, destaca-se o custo computacional associado a propagacgao de
multiplos fragmentos e a avaliagdo numérica da probabilidade. Nesse contexto,
extensdes futuras podem explorar a integragdo com técnicas baseadas em dados
para acelerar a inferéncia, bem como a inclusao de perturbagdes mais complexas e
cenarios com multiplos eventos de fragmentagao.

Assim, o HCPM estabelece uma conex&o consistente entre mecanica orbital e
inferéncia probabilistica, configurando uma abordagem promissora para avaliacdo de

risco em ambientes orbitais cada vez mais densos.
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